Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia
Mathematica und verwandter Systeme I").
Von Kurt Godel in Wien.

1.

Die Entwicklung der Mathematik in der Richtung zu griBerer
Exaktheit hat bekanntlich dazn gefiihrt, daf weite Gebiete von ihr
formalisiert wurden, in der Art, daB das Beweisen nach eini
wenigen mechanischen Regeln vollzogen werden kann. Die umfas-
sendsten derzeit aufgestellten formalen Systeme sind das System der
Principia Mathematica (PM)®) einerseits, das Zermelo-Fraenkel-
sche (von J. v. Nenmann weiter ausgebildete) Axiomensystem der
Mengenlehre®) andererseits. Diese beiden Systeme sind so weit, dab
alle heute in der Mathematik angewendeten Beweismethoden in ihnen
formalisiert, d. h. anf einige wenige Axiome und Schlubregeln zuriick-
gefithrt sind. Es liegt daber die Vermutung nahe, daf diese Axiome
und Schlubregeln dazn ausreichen, alle mathematischen Fragen, die
sich in den betreffenden Systemen iiberhanpt formal ausdriicken
lassen, auch zu entscheiden. Im folgenden wird gezeigt, daf dies
nicht der Fall ist, sondern dab es in den beiden angefiihrten
Systemen sogar relativ einfache Probleme aus der Theorie der ge-
wohnlichen ganzen Zahlen gibt4), die sich aus den Axiomen nicht

1) Vgl. die im Anzeiger der Akad. d. Wiss. in Wien (math.-natarw, K1.) 1930,
Nr. 19 erschienene Zusammenfassung der Resultate dieser Arbeit.

A. Whitehead und B. Russell, Principia Mathematica, 2, Aufl.,
Cambridge 1925. Zo den Axiomen des Systems PM rechnen wir insbesondere
auch: Das Unendlichkeitsaxiom (in der Form: es gibt genau abzihlbar viele
Individuen), das Reduzibilitits- und das Auswablaxiom (fir alle Typen).

%) Vgl. A.Fraenkel, Zehn Vorlesungen aber die Grundlegung der Men-
ﬁunl&hm. Wissensch. u. Hyp. Bd. XXXI. J.v. Neumann, Die Axiomatisierung

er Mengenlehre. Math, Zeitschr. 27, 1928. Journ. f. reine u. angew. Math. 154
(1925), 160 (1929). Wir bemerken, daf man zu den in der angefuhrten Literatur
f:)gahunnn mengentheoretischen Axiomen noch die Axiome und SchluBregeln des

gikkalkals hinzufigen muB, um die Formalisierung zu vollenden. — Die
nachfolgenden Uberlegungen gelten auch far die in den letzten Jahren won
D. Hilbert und seinen Mitarbeitern anfgestellten formalen Systeme (soweit diese
bisher vorliegen). Vgl. D. Hilbert, Math. Ann. 88, Abh. aus d. math. Sem. der
Univ. Hamburg I (1922), VI (1928). P.Bernays, Math, Anon. 90. J.v.Neumann,
Math. Zeitschr, 26 (1927). W. Ackermann, Math. Ann. 98..

‘) D.h. genauer, es gibt unentscheidbare Sitze, in denen auBer den logi-
schen Konstanten: ™ (nicht), \/ (oder), (z) (fir alle), = (identisch mit) keine
anderen Begriffe vorkomfaen als + (Addition), . (Multiplikation), beide bezogen
anf natiirliche Zahlen, wobei anch die Prifixe (x) sich nur auf natirliche Zahlen
beziehen diirfen.
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entscheiden lassen. Dieser Umstand liegt nicht etwa an der speziellen
Natur der anfgestellten Systeme, sondern gilt fiir eine sehr weite
Klasse formaler Systeme, zun denen insbesondere alle gehiren, die
aus den beiden angefiihrten durch Hinzufiigung endlich vieler Axiome
entstehen ¢), vorausgesetzt, dal durch die binzogefiigten Axiome keine
fa.la:%hen Stitze von der in Fubnote!) angegebenen Art beweisbar
werden.

Wir skizzieren, bevor wir anf Details eingehen, zuniichst den
Hauptgedanken des Beweises, natiirlich ohne auf Exaktheit Anspruch
zu erheben. Die Formeln eines formalen Systems (wir beschriinken
uns hier auf das System PM) sind Huberlich betrachtet endliche
Reihen der Grundzeichen (Variable, logische Konstante und Klam-
mern bzw. Trennungspunkte) und man kann leicht genau priizisieren,
welehe Reihen von Groondzeichen sinnvolle Formeln sind und
welche nicht?). Analog sind Beweise vom formalen Standpunkt
nichts anderes als endliche Reihen von Formeln (mit bestimmten
angebbaren Eigenschaften). Fiir metamathematische Betrachtungen
ist es nattirlich gleichgiiltiz, welche Gegenstinde man als Grund-
zeichen nimmt, und wir entschlicBen uns dazu, natiirliche Zahlen?)
als solche zu verwenden. Dementsprechend ist dann eine Formel
eine endliche Folge natiirlicher Zahlen®) und eine Beweisfigur eine
endliche Folge von endlichen Folgen natiirlicher Zahlen. Die meta-
mathematischen Begriffe (Stitze) werden dadurch zu Begriffen (Siitzen)
iiber natiirliche Zahlen bzw. Folgen von solchen?®) und daher (wenig-
stens teilweise) in den Symbolen des Systems PM selbst ausdriickbar.
Inshesondere kaon man zeigen, dall die Begriffe ,Formel“, ,Beweis-
fignr®, _beweishare Formel® innerhalb des Systems PM definierbar
sind, d. h. man kann z. B. eine Formel F(v) aus PM mit einer freien
Variablen » (vom Typus einer Zahlenfolge) angeben'?), so dab F'(v)
inhaltlich interpretiert besagt: v ist eine beweisbare Formel. Nun
stellen wir einen unentscheidbaren Satz des Systems PM, d. bh. einen
Satz A, fir den weder A noch nomn-A4 beweisbar ist, folgender-
malen her:

%) Dabei werden in PM nur solche Axiome als verschieden gezihlt, die
aus einander picht bloB durch Typenwechsel entstehen.

#) Wir verstehen hier und im folgenden unter  Formel aus PM* immer
eine ohne Abkiirzungen (d. h. ohne Verwendung won ﬂnﬁnitiunen} geschriebene
Formel. Definitionen dienen ja nur der kirzeren Schreibweise und sind daher
prinzipiell ﬂh&rﬂﬂuif.

) D. h, wir bilden die Grundzeichen in eineindeutiger Weise auf natirliche
Zahlen ab. ggl. die Durchfahrung anf 8, 179.)

D, h. eine Belegung eines Abschnittes der Zablenreibe mit natarlichen
Zahlen. (Zablen kdnnen ja nicht in riumliche Anordoung gebracht werden.)

) m.a. W.: Das oben beschriebene Verfabren liefert ein isomorphes Bild
des Systems PM im Bereich der Arithmetik vnd man kann alle metamathema-
tischen Uberlegungen ebenso gut an diesem isomorphen Bild vornehmen. Dies
geschieht in der folgenden Beweisskizze, d.h. unter ,Formel®, _Satz*, , Variable® ete.
sind immer die entsprechenden Gegenstiinde desisomorphen Bildes |
zu verstehen, .

) Ks wiire sehr leicht (nur etwas umstindlich), diese Formel tatsiichlich
hinzuschreiben.
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Eine Formel aus PM mit genau einer freien Variablen, u. zw. vom

us der natiirlichen Zahlen (Klasse von Klassen) wollen wir ein
Klassenzeichen nennen. Die Klassenzeichen denken wir uns irgend-
wie in eine Folge geordnet), bezeichnen das n-te mit R (n) und
bemerken, dab sich der Begriff ,Klassenzeichen® sowie die ordnende
Relation R im System PM definicren lassen. Sei « ein beliebiges
Klassenzeichen ; mit [z; n] bezeichnen wir diejenige Formel, welche
aus dem Klassenzeichen = dadurch entsteht, dal man die freie
Variable durch das Zeichen fiir die natiirliche Zahl »n ersetzt. Anch
die Tripel-Relation @ = [y: 2| erweist sich als innerhalb PM definierbar.
Nun definieren wir eine Klasse K natiirlicher Zahlen folgendermalen :

ne K =Bew[R (n); n]) (1)

(wobei Bew x bedeutet: x ist eine beweisbare Formel). Da die Be-
griffe, welehe im Definiens vorkommen, siimtlich in PM definierbar
sind, so auch der daraus znsammengesetzte iff K, d.h. es gibt
ein Klassenzeichen S1?), so daf die Formel [S; n] inhaltlich gedeutet
besagt, dab die patiirliche Zahl n zu K gehtrt. S ist als Klassen-
zeichen mit einem bestimmten R (g) identisch, d. h. es gilt

S=E(q)

fir eine bestimmte natiirliche Zahl ¢. Wir zeigen nun, dal der
Satz [R(g): ﬂ)“) in PM unenlachuigbar ist. Denn angenommen
der Satz [R(g); q) wiire beweisbar, dann wiire er aunch richtig,
d. h. aber nach dem obigen ¢ wiirde zn K gehiren, d.b. nach (1)
es wiirde Bew [R(q); g] gelten, im Widerspruch mit der Annahme.

Wiire dagegen die Negation von [R(q); ¢| beweisbar, so wiirde nz K
d. h. Bew[R(q); q] gelten. [R(q); q] wiire also zngleich mit seiner
Negation beweisbar, was wiederum unmuglich ist.

Die Analogie dieses Schlusses mit der Antinomie Richard
springt in die Augen; anch mit dem ,Ltigner® besteht eine nahe
Verwandtschaft!*), denn der unentscheidbare Satz [R(q); q] besagt
ja, daB ¢ za K gehort, d. h. nach (1), dab [R(q); ¢ nicﬂt beweisbar
ist. Wir haben also einen Satz vor uns, der seine eigene Unbeweis-
barkeit behauptet's). Die eben auseinandergesetzte Beweismethode

1) Etwa nach steigender Gliedersumme und bei gleicher Summe lexiko-
graphisch.

') Durch Oberstreichen wird die Negation bezeichnet.

%) Ks macht wieder nicht die geringsten Schwierigkeiten, die Formel &
tatsiichlich hinzuschreiben.

%) Man beachte, daB ,[R (¢); ¢]* (oder was dasselbe bedeutet ,[S; ¢]*) LloB
¢ine metamathematische Beschreibung des unentscheidbaren Satzes ist.
Doch kann man, sobald man die Formel S ermittelt bat, natirlich auch die
Zahl ¢ bestimmen und damit den unentscheidbaren Satz selbst eflektiv hinschreiben.

“i Es liBt sich nberhaupt jede epistemologische Antinomie zu einem der-
artigen Unentscheidbarkeitsheweis verwenden’

**) Ein solcher Satz hat entgege Anschein nichts Zirkelhaftes an
sich, denn cr behauptet zuniichst die Unbeweisbarkeit ciner ganz bestimmten
Formel (nimlich der g¢-ten in der lexikographischen Anordoung bei einer be-
stimmten Einsetzung), und erst nachtriglich (gewissermaBen zufillig) stellt sich
herans, dal diese Formel gerade die ist, in der er selbst ausgedriickt wurde.
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liit sich offenbar auf jedes formale System anwenden, das erstens
inhaltlich gedentet iiber geniigend Ausdrucksmittel verfiigt, um die
in der obigen Uberlegung vorkommenden Begriffe (insbesondere den
Begriff ,beweisbare Formel“) zu definieren, und in dem zweitens
jede beweisbare Formel auch inhaltlich riehtig ist. Die nun folgende
exakte Durchfiihrung des obigen Beweises wird unter anderem die
Aufgabe haben, die zweite der eben angefiihrten Voraussetzungen
durch eine rein formale und weit schwiichere zn ersetzen.

Aus der Bemerkung, dal [R(g); ¢] seine cigenec Unbeweis-
barkeit behauptet, folgt sofort, daB [R(g); ¢] richtig ist, denn
Et{q); ¢q] ist ja unbeweisbar (weil unentscheidbar). Der im System

M unentscheidbare Satz wuarde also durch metamathematische Uber-
legungen doch entschieden. Die genaue Analyse dieses merkwiirdigen
Umstandes fiihrt zu iiberraschenden Resultaten, beziiglich der Wider-
spruchsfreiheitsheweise formaler Systeme, die in Abschn. 4 (Satz XI)
niher behandelt werden.

2.

Wir gehen nun an die exakte Durchfihrung des oben skiz-
zierten Beweises und geben zuniichst eine genaue Beschreibung des
formalen Systems P, fiir welches wir die Existenz unentscheidbarer
Siitze nachweisen wollen. P ist im wesentlichen das System, welches
man erhiilt, wenn man die Peanoschen Axiome mit der Logik der
PM*) iiberbaut (Zahlen als Individuen, Nachfolgerrelation als un-
definierten Grundbegriff).

Die Grundzeichen des Systems P sind die folgenden:

I. Konstante: ,o0 (nicht), ,\VV* (oder), ,I1* (fiir alle), ,0¢
(Null), ,/* (der Nachfolger von), ,(*, ,)* (Klammern).

II. Variable ersten Typs (fir Individuen, d.h. natiirliche
Zahlen inklusive 0): ,2,“, 4" &% ....

. Variable zweiten Typs (fiir Klassen von Individuen): ,x,%,
o¥a's p%ay e

Variable dritten Typs (fiir Klassen von Klassen von Individuen):
hm‘ni nyl“: nztill e n
usw. fiir jede natiirliche Zahl als Typus?).

Anm.: Variable fiir zwei- und mehrstellige Funktionen (Rela-
tionen) sind als Grundzeichen ilberfliissig, da man Relationen als
Klassen geordneter Paare definieren kann und geordnete Paare
wiederum als Klassen von Klassen, z. B. das geordnete Paar a, b
durch ((a), (a, b)), wo (z, y) bzw. (z) die Klassen bedeuten, deren
einzige Elemente », y bzw. z sind%).

'%) Die Hinzufignog der Peanoschen Axiome ebenso wie alle anderen
am System PM angebrachten Abinderungen dienen lediglich zur Vereinfachung
des Beweises und sind prinzipiell entbehrlich.

1) Es wird vorausgesetzt, daf fir jedem Variablentypus abzihlbar viele
Zeichen zur Verfilgung stehen.

*) Auch inhomogene Relationen kionuen auf diese Weise definiert werden,
z. B. cine Relation zwischen Individuoen und Klassen als eine Klasse aus Ele-
menten der Form: ((z,), ((z,), #,)). Alle in den PM ober Relationen beweis-
baren Sitze sind, wie eine cinfache Uberlegung lehrt, auch bei dieser Behand-
lungsweise beweishar.
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Unter einem Zeichen ersten Typs verstehen wir eine Zeichen-
kombination der Form:

ay fa, ffa, fffa... usw.

wo a entweder 0 oder eine Variable ersten Typs ist. Im ersten
Fall nennen wir ein solches Zeichen Zahlzeichen. Fiir n>1
verstethen wir unter einem Zeichen n-ten Typs dasselbe wie
Variable n-ten Typs. Zeichenkombinationen der Form a (8), wo b
ein Zeichen n-ten und a ein Zeichen n + 1-ten Typs ist, nennen wir
Elementarformeln. Die Klasse der Formeln definieren wir als die
kleinste Klasse'®), zu welcher simtliche Elementarformeln gehdren
und zu weleher zugleich mit a, b stets anch oo (a), (a) V (b), 211 (a)
gehtren (wobei z eine beliebige Variable ist)*%*). (a) \V () nennen
wir die Disjunktion aus a und b, co(a) die Negation und z1l(a)
eine Generalisation von a. Satzformel heilt eine Formel, in
der keine freie Variable vorkommt (freie Variable in der bekann-
ten Weise definiert). Eine Formel mit genau n-freien Individuen-
variablen (und sonst keinen freien Variablen) nennen wir n-stelliges
Relationszeichen, fir n =1 auch Klassenzeichen.

Unter Subst @ () (wo a eine Formel, v eine Variable und &
ein Zeichen vom selben Typ wie v bedeutet) verstchen wir die
Formel, welche aus a entsteht, wenn man darin v {iberall, wo es
frei ist, durch b ersetzt®). Wir sagen, dab eine Formel a ecine
Typenerhthung einer anderen b ist, wenn a aus b dadurch ent-
steht, dab man den Typus aller in 5 vorkommenden Variablen um
die gleiche Zahl erhiht.

Folgende Formeln (I bis V) heiben Axiome (sie sind mit Hilfe
der in bekannter Weise definierten Abkiirzungen: ., o, =, (Ez), = %)
und mit Verwendung der fiblichen Konventionen tiber das Weglassen
von Klammern angeschrieben)?®?):

I 1. oo (fa, =0) ~lxt @9
o= fys0=# 2;=8.. 2%
3. 24(0). 2, N (zy(m) 2 2, (f2)) 2 2, (g (). %000

8a) %0l(a) ist also auch dann eine Formel, wenn x in @ nicht oder micht
frei vorkommt. In diesem Fall bedeutet x11(a) natirlich dasselbe wie a.

'") Bez. dieser Definition (und analoger spiter vorkommender) vgl.
J.Lukasiewicz und A. Tarski, Untersuchungen fOber den Aussagenkalkiil,
Comptes Rendus des séances de la SBociété des Sciences et des Lettres de Var-
sovie XXIII, 1930, CI. 111,

*) Falls v in a nicht als freie Variable vorkommt, soll Subst a (§) = & gein.

Man bmch}e. dab _Subst* ninPiﬂaichnn der Metamathematik ist,
x, =y, ist, wie in I, # 13 durch =, 11 (2, (z,) = definiert
zu denken [ahens‘u far die hoheren Typen). 18 () B ()
*) Um aus den angeschriebenen Schemata die Axiome zu erhalten, muf
man also (in II, IT, IV nach Ausfiihrung der erlaubten Einsetzungen) moch
1. die Abkirzungen eliminieren,
2. die unterdrickten Klammern hinzufogen.
Man beachte, da8 die so entstebenden Ausdriicke ,Formeln® in obj Sinn
sein milssen. (Vgl. auch die exakten Defivitionen der metamathem. Begriffe mi‘fg'.}
12

Monatsh. fir Mathematik und Physik. XXXVIII. Band.
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II.  Jede Formel, die aus den folgenden Schemata durch Einsetzung
beliebiger Formeln fiir p, g, » entsteht.

l.pvp=>p 3. pve2qVvVp
2. papVye 4. (pag=2(rvparvy.
III. Jede Formel, die aus einem der beiden Schemata

D1 vI1(a)= Subst a (7)
2, vll(bya)= by vll(a)

dadurch entsteht, dall man fiir a,v,b, ¢ folgende Einsetzungen vor-
nimmt (und in 1. die durch ,Subst® angezeigte Operation ausfiihrt):

Fiir a eine beliebige Formel, fiir v eine beliebige Variable,
fiir b eine Formel, in der v nicht frei vorkommt, fiir ¢ ein Zeichen
vom selben Typ wie v, vorausgesetzt, daB ¢ keine Variable ent-
hiilt, welche in @ an einer Stelle gebunden ist, an der v frei ist®?).

1IV. Jede Formel, die ans dem Schema
1. (Eu)(v I (u(v)=aq))

dadurch entsteht, dall man fiir » baw. u belichige Variable vom
Typ n baw. n+4 1 und fiir a eine Formel, die « nicht frei ent-
hilt, einsetzt. Dieses Axiom vertritt das Reduzibilititsaxiom (Kom-
prehensionsaxiom der Mengenlehre).

V. Jede Formel, die aus der folgenden durch Typenerhihung ent-
steht (und diese Formel selbst):

L 2, (zy (3) =y (2))) 2 23 = 1.

Dieses Axiom besagt, dab eine Klasse durch ihre Elemente
vollstindig bestimmt ist.

Eine Formel ¢ heibt unmittelbare Folge aus a und b (bzw.
aus ag, wenn a die Formel (oo (b)) \/(¢) ist (bzw. wenn ¢ die Formel
vll(a) ist, wo v eine beliebige Variable bedeutet). Die Klasse der
beweisbaren Formeln wird definiert als die kleinste Klasse von
Formeln, welche die Axiome enthiilt und gegen die Relation ,un-
mittelbare Folge® abgeschlossen ist®4),

Wir ordnen nun den Grundzeichen des Systems P in folgender
Weise eineindeutig natlirliche Zahlen zu:

%) ¢ ist also entweder eine Variable oder O oder ein Zeichen der Form
J....fu, wo u entweder 0 oder eine Variable 1. Typs ist. Bez. des Begrifis ,frei
(gebunden) an einer Stelle von a* vgl. die in Fulinote *) zitierte ArbeitI A 5.

) Die Kinsetzungsregel wird dadurch aberflussig, daB wir alle mﬂrlicheq
Einsetzungen bereits in den Axiomen selbst vorgenommen haben (analog bei
J.v. Neumann, Zur Hilbertschen Beweistheorie, Math, Zeitschr. 26, 1927).
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ferner den Variablen #n-ten Typs die Zablen der Form p™ (wo p
eine Primzahl > 13 ist). Dadurch entspricht jeder endlichen Reihe
von Grundzeichen (also auch jeder Formel) in eineindentiger Weise
eine endliche Reihe natiirlicher Zablen. Die endlichen Reihen natiir-
licher Zahlen bilden wir nun (wieder eineindeutig) auf natiirliche
Zahlen ab, indem wir der Reihe n, , ny, . ..m; die Zahl 2" , 3%, ., p,*
entsprechen lassen, wo p, die k-te Primzahl (der Grofe nach) be-
dentet. Dadurch ist nicht nur jedem Grundzeichen, sondern auch
jeder endlichen Reihe von solchen in eineindeutiger Weise eine
natiirliche Zahl zageordnet. Die_dem Grundzeichen (bzw. der Grund-
zeichenreibe) a_zugeordnele Zabl bezeichnen wir mit @ (a). Sei nun
irgend eine Klasse oder Relation R (a,, ay ... ay,) zwischén Grund-
zeichen oder Reihen von solchen gegeben. Wir ordnen ihr diejenige
Klasse (Relation) R’ (z,, #; . .. #,) zwischen natiirlichen Zahlen zu,
welche dann und nur dann zwischen z,, «, ..., besteht, wenn
es solche a,, a,...a, gibt, dab z;=P®(a) (i=1, 2,... n) und
R (ay, ay . .. a,) gilt. Dicjenigen Klassen und Relationen natiirlicher
Zahlen, welche auf diese Weise den bisher definierten metamathema-
tischen Begriffen, z B. ,Variable“, ,Formel®, ,Satzformel®, ,Axiom®,
ybeweisbare Formel“ usw. zugeordnet sind, bezeichnen wir mit
denselben Worten in Kursivschrift. Der Satz, dal es im System P
unentscheidbare Probleme gibt, lautet z. B. folgendermaben: Es gibt
Satzformeln a, so dab weder @ noch die Negation von a beweis-
bare Formeln sind. o

Wir schalten nun eine Zwischenbetrachtung ein, die mit dem )
formalen System P vorderhand nichts zu tun hat, und geben zunéichst
folgende Definition: Eine zahlentheoretische Funktion *%) ¢ (z,, 2y ... 2,)
heibit rekursiv definiert aus den zahlentheoretischen Funktionen
(2, @y ... Tny) Und p (2y, Ty .. . Tus1), Wwenn flir alle 2, . . . 2., k)
folgendes gilt:

PO, . B =Y (... 2
el 2 ...2) = (k@ (R 25 ... %), %5 s0u Zu)

Eine zahlentheoretische Funktion ¢ heibt rekursiv, wenn es
eine endliche Reihe von zahlentheor. Fanktionen ?"n% ..+ n gibt, welche
mit ¢ endet und die Eigenschaft hat, dab jede Funktion 9, der Reihe
entweder aus zwei der vorhergehenden rekursiv definiert ist oder

)

*) D. h. ibr Definitionsbereich ist die Klasse der nicht negativen ganzen
%ahhien (bzw. der m-tupel von solchen) und ihre Werte sind nicht negative ganze
ablen. )
Kleine lateinische Buchstaben (ev. mit Indizes) sind im folgenden
immer Variable fiir nicht negative ganze Zahlen (falls nicht ausdrilcklich das
Gegeuteil bemerkt ist).

]2=
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aus irgend welchen der vorhergehenden durch Einsetzung entsteht?7)
oder schlieflich eine Konstante oder die Nachfolgerfunktion =+ 1
ist. Die Linge der Kkiirzesten Reihe von ¢, weleche zu einer
rekursiven Funktion 9 gehort, heilt ihre Stufe. Eine Relation
zwischen natiirlichen Zahlen R (z, ... z,) heibt rekursiv®®), wenn es
eine rekursive Funktion 9 (z, ... ) gibt, so dab fiir alle z,, z, ... 2.

B(@ .. . za)co(p (@ ... z)=0]")
Es gelten folgende Siitze:

1 _Jede aus rekursiven Funktionen (Relationen) durch
Einsetzung rekursiver Funktionen an Stelle der Variablen
entstehende Funktion (Relation) ist rekursiv; ebenso jede
Funktion, die aus rekursiven Funktionen durch rekursive
Definition nach dem Schema (2) entsteht.

1. Wenn R und S rekursive Relationen sind, dann
auch R, R\ S (daher auch R&S).

11l Wenn die Funktionen ¢ (x), ¢ () rekursiv sind, dann
auch die Relation: q:f;}:mp(g}ﬂg. '

IV. Wenn die Funktion ¢(r) und die Relation R(z, )
rekursiv sind, dann auch die Relationen S, 7T

S (xy) oo (Ex) [z = 9 (x) & R(z,Y))
T(Emy)oo (@) [z = 9 @) > R (2,Y)

sowie die Funktion ¢

Y(x,y) = am[x'j;:q}(g}&ﬂ(x,q}],

wobei z F(z) bedeutet: Die kleinste Zahl =, fiir weleche F(x) gilt
und 0, falls es keine solche Zahl gibt.

Satz 1 folgt unmittelbar aus der Definition von ,rekursiv®.
Satz 11 und IIT beruhen darauf, daB die den logischen Begriffen
—,\/, = entsprechenden zahleptheoretisehcn Funktionen

ﬁ“{”):%(ﬂ F)1 ':"(15,3}
2(0)=1; 2(x)=0 fir 20
8(0,2)=p(x,0)=0; & (2,y) =1, wenn 2,y beide =+ 0 sind

niimlich:

*") Gepauer: durch Einsetzung gewigser der vorbergehenden Funktionen
an die Leerstellen einer der vorhergehenden, z. B. ¢x(x,, 2,) = 9p[9q(x,, 2,), o (,))
Ep. ¢, v << k). Nicht alle Variable der linken Seite missen auch rechts vorkommen
ebenso im Rekursionsschema (2)).

%) Klassen rechmen wir mit zu den Relationen (einstellige Relationen).
Rekorgive Relationen B haben natirlich die Eigenschaft, dal man fir jedes
spezielle Zahlen-n-tupel entscheiden kann, ob R (z, ...xn) gilt oder nicht.

) Far alle inbaltlichen (insbes. auch die metamathematischen) Oberlegungen
wird die Hilbertsche Symbolik verwendet. Vgl. Hilbert-Ackermann, glrnml—
ziige der theoretischen Logik, Berlin 1928.

) Wir verwenden deutsche Buchstaben 1, v als abkirzende Bezeichnung
far beliebige Variablen-n-tapel, z. B. =, =, ... xn.
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{(z,y)=0, wenn z=y; y(2,9)=1, wenn z5y

rekursiv sind, wie man sich leicht iiberzengen kann. Der Beweis
fir Satz IV ist kurz der folgende: Nach der Voraussetzung gibt es
ein rekursives ¢ (z,1), so dab:
R (@,5)ofp (@) =0). ¥
Wir definieren nun nach dem Rekursionsschema (2) eine
Fanktion y (x,y) folgendermafien:

%(0,9)=0
r+Ly)=@m+1).a+y nY). @)

wobei a=a [z (p(0,9))] . « [p (0 +1,9)] . « [z, (n, )},

g (n+1,y) ist daher entweder =n 4 L (wenn a =1) oder =
=% (n,y) (wenn a =0)*2). Der erste Fall tritt offenbar dann und
nur dann ein, wenn siimtliche Faktoren von a 1 sind, d. h. wenn gilt:

R(0,5) & R (n+1,y) & [y, (n, y) =0].

Daraus folgt, daB die Funktion ¥ (n,y) (als Funktion von n
betrachtet) 0 bleibt bis zum kleinsten Wert von n, fiir den R (n, y)
gilt, und von da ab gleich diesem Wert ist (falls schon R (0,1) gilt,
ist dem entsprechend y (n,y) konstant und =0). Demnach gilt:

Y (x,9) =y (p(x),0)
S(x,p) oo R [ (x, ), 9]

Die Relation 7" lifit sich durch Negation auf einen zu S analogen
Fall zurtickfithren, womit Satz IV bewiesen ist,

Die Funktionen =+ y, .y, ¥, ferner die Relationen = < y,
z=y sind, wie man sich leicht iiberzengt, rekursiv und wir defi-
nieren nun, von diesen Begriffen ansgebend, eine Reihe von Funk-
tionen (Relationen) 1—45, deren jede aus den vorhergehenden mittels
der in den Sitzen I bis 1V genannten Verfahren definiert ist. Dabei
gind meistens mehrere der nach Satz I bis 1V erlaubten Definitions-
schritte in einen zusammengefabt. Jede der Funktionen (Relationen)
1—45, unter denen z. B. die Begriffe , Formel“, , Aziom*®, ,unmittel-
bare Folge* vorkommen, ist daher rekursiv.

) Wir setzen als bekannt voraus, da die Funktionen x -y (Addition),
z.y (Multiplikation) rekursiv sind,

1) Andere Werte als O und 1 kann a, wie aus der Definition fir « er-
sichtlich ist, nicht annehmen.



182 Kurt Godel,

L zly=(Ez) [z=2&az=y.z]%)
x ist teilbar durch y3¥).

2 Prim (@) =(E2) [2=c&z+1&eFz&afes)&a>1
x ist Primzahl.
3. 0Pra=

0
(n+1) Prz=cy C{y"-‘:m&an (y)&z/y&y > n Prz]
n Pr z ist die n-te (der Gribe nach) in z enthaltene Primzahl #4*).

4. 0!1=1
m4+D=Mm+1).n!
5. Pr(0)=0

Pr(n+1)=cy[y=|(Pr(n)}! + 1 & Prim (y)&y} Pr (n))
Pr(n) ist die n-te Primzahl (der Griofie nach).

6. nGlz=cyy=az&z (ﬂPra:% & z/(n Pr z)yr+)
n Glz ist das n-te Glied der der Zahl # zugeordneten Zahlen-
reihe (fiir # > O und n nicht grifer als die Linge dieser Reihe).

T.lz)=eyly=z&yPrz>0&(y+ 1) Prz=0]
I (x) ist die Liinge der = zugeordneten Zahlenreihe.

b zaysez (e [Pr (@) +10)Fi
M [(n=l@)>rnGlza=nGlz)&
m0<n=I(y) > n+1@) Glza=nGly)
y entspricht der Operation des ,Aneinanderfiigens® zweier
endhcher Za.hlenrmhen

9. R(zx)=2*
R (z) entspricht der nur ans der Zahl  bestehenden Zahlenreihe
(fiir = > 0).

10. E (z) = R (11) « 2 » B (18)
E () entspricht der Operation des ,Einklammerns® [11 und
13 sind den Grundzeichen .(“ und ,)“ zugeordnet].

1. nVarz= (E2)[13<2=z&Prim(s) & e =2"]&n0
x ist eine Variable n-ten Typs.

12. Var (z) = (En) [n =« & nVar z]
x ist eine Variable.

13. Neg (x) =R () » E ()
Neg (z) ist die Negation von .-

) Dag Zeichen = wird im Sione von ,Definitionsgleichheit® verwendet,
vertritt also bei Definitionen entweder = oder v (im ibrigen ist die Symbolik
die Hilbertsche).

) Uberall, wo in den folgenden Definitionen eines der Zeichen (x), (Ex),
cx anftritt, ist es von einer Abschiitzang fiir # gefolgt. Diese Abschitzung dient
lediglich dazu, um die rekursive Natur des definierten Begriffs (v ngL Batz IV) zu
sichern. Dagegen wirde sich der Umfang der definierten Begriffe durch Weg-
lassung dieser Abmhmm meistens nicht indern.

Ms) Fiar 0<<n =2, wenn # die Anzahl der verschiedenen in x aufgeben-
den Primzahlen ist. Man beachte, daB fiir n=2+4+1 nPrax=0 istl
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14 zDis y=FE(z) « B(T) = E (y)
x Dis y ist die Disjunktion nuﬁ_g’ und y.

15. 2 Gen y=R ()« R (9) « E (y)
x Gen y ist die Generalisation von y mittels der Variablen x»
(vorausgesetzt, dab » eine Variable ist).

16. 0O Nz ==

m+1)Nz=R(B)+nNzx

n Nz entspricht der Operation: ,n-maliges Vorsetzen des
Zeichens ,f* vor z“.

17. Z(n)=n N [R(1)]
Z (n) ist das Zahlzeichen fiir die Zahl n.

18. Typ,” (z) = (Em,n) m,n =2 & [m =1V 1 Var m)
&z =n N [E(m)]}**)
x ist Zeichen ersten Typs.

19. Typa (@) =[n=1&Typ,’ (@))]V[n>1&
(Ev) v=z&nVarv& z=R (v))]
x ist Zeichen n-ten Typs. '

20. Elf (x)=(E y,2,n) [y, 2,n = = & Typ.. (y)

& Typupr @) &z =2« E(y)]
x ist Elementarformel.

21. Op(zy2)==z=Neg(y)Va=yDiszV
(Ev) [0 =2 & Var (1) & 2= v Gen y]

2. FRx)=m)0<n=1l(@)—>EfnGlz)V
(Ep,9) [0<p,g<n&Op(nGlz,pGlz, qGla))
&1(z)>0

@ ist eine Reihe von Formeln, deren jede entweder Elementar-
Jormel ist oder aus den vorhergehenden durch die Operationen der
Negation, Disjunktion, Generalisation hervorgeht.

23. Form (z) = (En) (n = (Pr [l ()2]) = U @P
& FR (ﬂ}&m:&! (n)] G n)*)
x ist Formel (d. h. letztes Glied einer Formelreihe n).

24. v Gebn, z = Var (v) & Form (z) & .
(Ba,bye)[a,b,e=z&az=ax(vGen d) »e
& Form (b)) &l (@) + 1 =n =1 (a) 4+ I (v Gen })]
Die Variable v ist in « an n-ter Stelle gebunden.

W)y mon=xstehtfir: m=ax &n ﬁ: (ebenso fir mehr als i\;;rilble).
) Die Abschitzung n = (Pr [l (x)¥])# 1=} erkennt man etwa so: Die
der kirzesten zu x gehorigen Formelreihe kann hochstens gleich der

Anzahl der Teilformeln von = sein. Es gibt aber hdchstens I(x) Teilformeln

der Liinge 1, hdochstens I (x)—1 der Linge 2 usw., im ganzen also hdchstens

AL [ls['ﬂ+” = I(x)". Die Primzahlen ans » kinnen also siimtlich kleiner
als Pr{[l(x)]*} angenommen werden, ihre Anzahl <7 (z)* und ihre Exponenten

{welche Teilformeln von z sind) = =,
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2. v Frnz=Var(v)&Form (z)& v =nGlz &
n=1(z)&v Gebn,z
Die Variable v ist in & an n-ter Stelle frei.

26. vFErz=(En)[n=1(x)& v Fr n, x|
v kommt in = als freie Variable vor.

27. Suz () =ezfe=[Prl@) + 1)) P&[(Evr)ur=z&
z=uxBRmGlz) v&z=usyvv&n=1(u)+ 1]}
Su x (}) entsteht aus @, wenn man an Stelle des n-ten Gliedes
von x y einsetzt (vorausgesetzt, dab 0 <n=1(x)).

2. 0 Stve=cenn=il(zx)&ovFroz
&(Ep)n<p=1(z) &v Frp,z]|
k+1)Stv,z=enin <k Stv,z2&vFrnx
&(Ep)(n<p<kStv,z&v Frp, z)
kStov, x ist die k + 1-te Stelle in 2 (vom Ende der Formel =

an geziihlt), an der v in = frei ist (und O, falls es keine solche
Stelle gibt).

20. A(vz)=cen{n=1(x)&nStv,z=0)
A (v, z) ist die Anzahl der Stellen, an denen v in « frei ist.

30. Sb, (z)) ==
Sbea () =Su St )] (5, )

Bl. 8b(2y)=Sbaq, 0 ()%
Sb (x}) ist der oben definierte Begrift Subst a (§) *).

32. 2 Imp y ==[Neg ()] Dis
@ Con y = Neg {[Neg ()] Dis [Neg ()]}
z Aeq y == (x Imp y) Con (y Imp z)
o Ex y=Neg (s Gen [Neg (5))

B uThz=eyly=a*""&k)[k=1(z) ¥
kGlza=13&kGly=kGlz)V
(kGlz>13&kGly=kGlz.[L Pr(kGIz)]")]}

nThz ist die n-te Typenerhshung von z (falls z und n Th =
Formeln sind). .

Den Axiomen I, 1 bis 3 entsprechen drei bestimmte Zahlen,
die wir mit 2,, #,, 2, bezeichnen, und wir definieren:

4. ZZAz () =(xz=2z,Ve=2Vae=z)
) Falls v keine Variable oder « keine Formel ist, ist Sb (x ;) =,

*) Statt §b [5b (= }) ¥] sebreiben wir: Sb () ) (analog far mebr als
gwel Variable).
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35. A-Adz(z) = (Ey) [y ==& Form (y) &
z = (y Dis y) Imp ]
z ist eine durch Einsetzung in das Axiomenschema II, 1 ent-
stehende Formel. Analog werden A,-Ax, A,-Ax, A;- Az entspre-
chend den Axiomen II, 2 bis 4 definiert.

36. A-Az(z) =A,-Ax(zx)V 4;-Az(x)V A;-Az(z) V
VA,-Az (z)
x ist eine durch Einsetzung in ein Aussagenaxiom entstehende
Formel.

3. oy =Enmu)n=l&n=sIEeuwv=2&
w=mGlz&wGebn y&v Frn,y]

2 enthiilt keine Variable, die in y an einer Stelle gebunden ist,
an der v frei ist. .

88. Li-Az (z)= (Ev,y,z,n) [v,y,z,n =ax&nVarv&
- Typa(2)&Form () & Q (3,9, v) &
z=(v Gen y) Imp [Sb (y3)]
x ist eine aus dem Axiomenschema III, 1 durch Einsetzung
entstehende Formel.

39. Ly- Az (z) = (Ev,q, p) |v,q, p=x & Var(v) & Form (p)

&v Fr p & Form (g) &
z = [v Gen (p Dis 9)) Tmp [p Dis (v Gen )]}
x ist eine aus dem Axiomenschema III, 2 durch Einsetzung
entstehende Formel.

40. R-Az (z) = (Eu, v, y, n) [u, vy, n=az&nVarv &
(mn+1)Varu & u Fr y & Form (y) &
z=uEx {vGen [[R (u) » E (R (v))] Aeq 4]}]

.« ist eine ans dem Axiomenschema IV, 1 durch Einsetzung ent-
stehende Formel.

Dem Axiom V, 1 entspricht ecine bestimmte Zahl 2, und wir
definieren:

4. M-dz ()= (En)(n=z&z=nTh2,).

42 Az (r)=Z-Ax(2)V A-Az (x)V L, -Ax {m}
Vi-Az (z) V R-Az (z) V M- Az (x
z ist ein Axiom.

43. Fl(zy2)=y=zImpzV
(Ev) [v=xz& Var (v) & 2 =v Gen ¥]
x ist unmitlelbare Folge aus y und 2.
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4 Bu@E@=m0<n=l@@)—>AdznGlz)V
(Ep,)[0<p,g<n&Fl(nGlz, pGlz, qGla)])
&l(z) >0
z ist eine Bewei (eine endliche Folge von Formeln, deren
jede entweder Aziom oder unmittelbare Folge aus zwei der vorher-
gehenden ist). '

4. rBy=Bw ()& [l (z)] Glz=y
x ist ein Beweis fiir die Formel y.

46. Bew (z) = (Ey)y B =

x ist eine beweisbare Formel. [Bew (x) ist der einzige unter
den Begriffen 1—46, von dem nicht behauptet werden kaon, er sei
rekursiv.]

Die Tatsache, die man vage so formulieren kann: Jede rekur-
sive Relation ist innerhalb des Systems P (dieses inhaltlich gedentet)
definierbar, wird, ohne auf eine inhaltliche Dentung der Formeln
aus P Bezug zu nchmen, durch folgenden Satz exakt ausgedriickt:

Satz V: Zu jeder rekursiven Relation R (z, ..., gibt
es ein n-stelliges Relationszeichen r (mit den freien Variablen®)
Uy, Uy ..., 80 dab fiir alle Zahlen-n-tupel (z, ... x,) gilt:

T e Gl & A0 | B
E (z, . ..2)—> Bew [Hﬁg Sh (r‘g(,;l*)j . ?(m,.})] (4)

Wir begniigen uns hier damit, den Beweis dieses Satzes, da
er keine prinzipiellen Schwierigkeiten bietet und ziemlich umstiindlich
ist, in Umrissen anzudeuten??). Wir beweisen den Satz fiir alle
Relationen R (z, ... @,) der Form: z, =¢ (z, ... 2.)%) (wo ¢
eine rekursive Funktion ist) und wenden vollstiindige Induktion nach
der Stufe von ¢ an. Fir Funktionen erster Stufe (d.h. Konstante
und die Funktion z 4 1) ist der Satz trivial. Habe also ¢ die m-te Stufe,
Es entsteht ans Funktionen niedrigerer Stufe g, . . . gx durch die Ope-
rationen der Einsetzung oder der rekursiven Definition. Da fiir ¢, .. ¢4
nach induktiver Annahme bereits alles bewiesen ist, gibt es zungehirige
Relationszeichen r, . . .ry, 80 dab (3), (4) gilt. Die Definitionsprozesse,
durch die 9 aus ¢, ... 9 entsteht (Einsetzung und rekursive Defini-
tion), kisnnen simtlich im System P formal nachgebildet werden. Tut

%) Die Variablen w, . . . un konnen willkiirlich vorgegeben werden. Es gibt
z. B. immer ein » mit den freien Variablen 17, 19, 23 ... usw., fir welches (3)
und (4) gilt.

) Satz V berubt natirlich darauf, daB bei einer rekursiven Relation R
fir jedes n-tupel von Zahlen aus den Axiomen des Systems P entscheidbar
ist, ob die ion R besteht oder nicht.

Darans folgt sofort seine Geltung fir jede rekursive Relation, da eine
solche gleichbedeutend ist mit O=g¢ (x,...xn), wo p rekursiv ist.
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man dies, so erhiilt man aus », . . . r; ein neues Relationszeichen »1Y),
fir welches man die Geltang von (3), (4) unter Verwendung der
induktiven Annabme ohne Schwierigkeit beweisen kann, Ein Rela-
tionszeichen r, welches aunf diesem Wege éiner rekursiven Relation
zngeordnet ist4?), soll rekursiv heifen. }

Wir kommen nun ans Ziel unserer Ausfithrungen. Sei x eine
beliebige Klagse von Formeln. Wir bezeichnen mit Flg () (Folge-
rungsmenge von %) die kleinste Menge von Formeln, die alle Formeln
aus » und alle Awiome enthilt und gegen die Relation ,unmittelbare
Folge* abgeschlossen ist. = heibt w-widerspruchsfrei, wenn es kein
Klassenzeichen a gibt, so dab:

5 .
(n) [S b (r.a Zin )) ¢ Flg {x)] & [Neg (v Gen a}]e Flg (x)
wobei v die freie Variable des Klassenzeichens a ist.

Jedes w-widerspruchsfreie System ist selbstverstindlich auch
widerspruchsfrei, Es gilt aber, wie spiiter gezeigt werden wird, nicht
das Umgekehrte.

Das allgemeine Resultat iiber die Existenz unentscheidbarer
Siitze lautet:

Satz VI: Zu jeder w-widerspruchsfreien rekursiven
Klasse » von Formeln gibt es rekursive Klassenzeichen », so
dafl weder » Gen » noch Neg (v Gen #) zu Flg (x) gehort (wobei v
die freie Variable aus r ist).

Beweis: Sei » eine beliebige rekursive w-widerspruchsfreie Klasse
von Formeln. Wir definieren:

Bu, @)=m)n=1l(x)—»rAdznGlz)\/ nGlz)ex\ (D)
(Ep, ) 0<p,g<n&Fl(n Gla,p Gla,q Glz)}] &1(z)>0
(vgl. den analogen Begriff 44)
@ B,y=DBu, (@) & [l (z)] Gla=y (6)
Bew, (@)= (Ey) y Bux (6:1)
{vgl. die analogen Begriffe 45, 46).
Es gilt offenbar:
(&) [Bew, (&) oo w ¢ Flg (4) )
(@) [Bew (z) —> Bew,, (z)] (8)

) Bei der genauen Durchfuhrung dieses Beweises wird patiirlich » nicht
auf dem Umweg iber die inhaltliche Dentung, sondern durch seine rein formale
Begchaffenheit definiert.

4*) Welches also, inhaltlich gedeutet, das Bestehen dieser Relation ausdrickt,
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Nun definieren wir die Relation:

0 =aB | 8b{yz,) | (81)
Da zB,y [pach (6), (5)] und Sb (yz(y) (nach Def. 17, 31)

rekursiv sind, so auch @ (zy). Nach Satz V und (8) gibt es also ein
Relatwmmhcu ¢ (mit den freien Variablen 17, 19), so dab gilt:

B[ sb{uzgy)| > Boms [5HeJln Zg)] @
B [55{vzty)] -+ ow [Neg 50 (e 5ty)] 00
Wir setzen: o a1

(p ist ein Klassenzeichen mit der freien Variablen 19) und

r=585 (10 (12)

(r ist ein rekursives Klassenzeichen mit der freien Variablen 17+43).
Dann gilt:

S (FZ(p)) sa([uf Gen g) 7&}})_ 17 Gen S (_qr ) (1)
= 17 Gen r &)

[wegen (11) und (12)] ferper:

17
54 (0 360y 200)= 5 " Zeo (9

[nach (12)]. Setzt man nun in (9) und (10) p fiir y ein, so entsteht
unter Beriicksichtigung von (13) und (14):

# B, (1T Gea 7) > Bows [$(r37 )] (15)

2B, (17 Gen r) - Bew, [}Teg Sb (r z{m))] (16)

“%) r entstebt ja aus dem rekursiven Relationszeichen ¢ durch Ersetzen
einer Variablen durch eine bestimmte Zahl (p).

) Die Operationen Gen, Sb sind patirlich immer vertanschbar, falls sie
gich auf verschiedene Variable beziehen,
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Daraus ergibt sich:

1. 17 Gen r ist nicht z-beweishar+¥). Denn wiire dies der Fall,
80 ghbe es (nach 6'1) ein n, so dab »n B, (17 Gen »). Nach (16)

giilte also: Bew, [Ncg Sb (r éfﬂ))], wiihrend andererseits aus der

x-Beweisbarkeit von 17 Gen » auch die von Sb (r IZL}) folgt. » wiire

also widerspruchsvoll (umsomehr w-widerspruchsvoll).

2. Neg (17 Gen r) ist nicht x-beweisbar. Beweis: Wie eben be-
wiesen wurde, ist 17 Gen r nicht »-beweisbar, d. h. (nach 6'1) es

gilt (n) n B, (17 Gen r). Daraus folgt nach (15) (n) Bewn[ﬂb (f IZL])]'

was zusammen mit Bew, [Neg (17 Gen r)] gegen die w-Widerspruchs-
freiheit von » verstofien wiirde.

17 Gen r ist also aus » unentscheidbar, womit Satz VI be-
wiesen ist,

Man kann sich leicht fiberzeugen, dab der eben gefiibrte
Beweis konstruktiv ists*), d. h. es ist intuitionistisch einwandfrei
folgendes bewiesen: Sei eine beliebige rekursiv definierte Klasse =
von Formeln vorgelegt. Wenn dann eine formale Entscheidung (aus =)
fiir die (effektiv anfweisbare) Satqurwl 17 Gen r vorgelegt ist, so
kann man efiektiv angeben: g2’ _

1. Einen Beweis fiir Neg (17 Gen r).
9. Fiir jedes beliebige # einen Beweis fir Sb (r .IZ'En}) d.h eine

formale Entscheidung von 17 Gen » wiirde die effektive Aufweisbarkeit
eines w-Widerspruches zur Folge haben.

Wir wollen ecine Relation (Klasse) zwischen natiirlichen Zahlen
R (z,...=,) entscheidungsdefinit nennen, wenn es ein n-stelliges
Relationszeichen r° gibt, so daB (3) und (4) (vgl. Satz V) gilt.
Insbesondere ist also nach Satz V jede rekursive Relation ent-
scheidungsdefinit. Analog soll ein Relationszeichen entscheidungs-
definit heilen, wenn es auf diese Weise einer entscheidungsdefiniten
Relation zugeordnet ist. Es geniigt nun fiir die Existenz unentscheid-
barer Siitze, von der Klasse » vorauszusetzen, dal sie w-widerspruchs-
frei und entscheidungsdefinit ist. Denn die Entscheidungsdefinitheit
iibertriigt sich von » auf z B, y (vgl. (5), (6)) ‘und auf Q (z, ) (vgl.

B“} x is; z-beweisbar, s0ll bedeuten: x ¢ Flg (), was nach (7) dasselbe besagt
wie: Bew y ().

44) Denn alle im Beweise vorkommenden Exiatentialhehluptungun beruhen
auf Satz V, der, wie leicht zu sehen, intuitionistisch einwandfrei ist.
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(8-1)) und nur dies wurde in obigem Beweise verwendet. Der un-
entscheidbare Satz hat in diesem Fall die Gestalt v Gen», wo r ein
entscheidungsdefinites Klassenzeichen ist (es geniigt iibrigens sogar,
dab » in dem durch x erweiterten System entscheidungsdefinit ist).

Setzt man von x statt w-Widerspruchsfreiheit, blof Wider-
spruchsfreiheit voraus, so folgt zwar nicht die Existenz eines unent-
scheidbaren Satzes, wohl aber die Existenz einer Eigenschaft (r),
fiir die weder ein Gegenbeispiel angebbar, noch beweisbar ist, dab
sie allen Zahlen zukommt, Denn zum Beweise, dab 17 Gen » nicht
#-beweisbar ist, wurde nur die Widerspruchsfreiheit von » verwendet

(vgl. S.189) und aus Bew,, (17 Gen r) folgt nach (15), dab fiir jede Zahl =
1T . : 17 " '
Sb ‘r . [m]), folglich fir keine Zahl Neg b (r (ﬂ) wdoiilabar

Adjungiert man Neg (17 Gen ») zu %, so erhiilt man eine
widerspruchsfreie aber nicht w-widerspruchsfreie Formelklasse »'. »
ist widerspruchsfrei, denn sonst wiire 17 Gen r z-beweishar. » ist

aber nicht w-widerspruchsfrei, denn wegen Bew, (17 Gen #) und

e 17 ) 17
(15) gilt: (z) Bew, Sb (r Z{:.v)) , umsomehr also: (z) Bew, Sb(r %)
und anderseits gilt natiirlich: Bew, [Neg (17 Gen »)]) ).

Ein Spezialfall von Satz VI ist der, dab die Klasse » ans end-
lich vielen Formeln (und ev. den daraus durch Typenerhihung ent-
stehenden) besteht. Jede endliche Klasse « ist natiirlich rekursiv. Sei

a die grifite in « enthaltene Zahl. Dann gilt in diesem Fall fiir =:

zerow (Emn) [ m=ac&n=a&nex&az=mThn)

% ist also rekursiv. Das erlaubt z. B. zu schliefen, daf auch
mit Hilfe des Auswahlaxioms (fiir alle Typen) oder der verall-
gemeinerten Kontinnumhypothese nicht alle Siitze entscheidbar sind,
voransgesetzt, dal diese Hypothesen w-widerspruchsfrei sind.

Beim Beweise von Satz VI wurden keine anderen Eigenschaften
des Systems P verwendet als die folgenden:

1. Die Klasse der Axiome und die Schlubregeln (d. h. die Rela-
tion ,unmittelbare Folge®) sind rekursiv. definierbar (sobald man die
Grundzeichen in irgend einer Weise durch natiirliche Zahlen ersetat).

2. Jede rekursive Relation ist innerhalb des Systems P defi-
nierbar (im Sinn von Satz V) :

Daher gibt es in jedem formalen System, das den Voraus-
getzungen 1, 2 genfigt und w-widersprochsfrei ist, unentscheidbare
Siitze der Form (z) F'(z), wo F eine rekursiv definierte Eigenschaft
natiirlicher Zahlen ist, und ebenso in jeder Erweiterung eines solchen

) Die Existenz widerspruchsfreier und nicht w-widerspruchsfreier = ist
damit natiirlich nur unter der Voraunssetzung bewiesen, daB es fberhaupt wider-
spruchsfreie » gibt (d. h. daB P widerspruchsfrei ist).
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Systems durch eine rekursiv definierbare w-widerspruchsfreie Klasse
von Axiomen. Zun den Systemen, welche die Voraussetzungen 1, 2 erfiillen,
gehiren, wie man leicht bestiitigen kann, das Zermelo-Fraenkelsche
und das v.Neumannsche Axiomensystem-der Mengenlehre +7), ferner
das Axiomensystem der Zahlentheorie, welches ans den Peanoschen
Axiomen, der rekursiven Definition [nach Schema (2)] und den logischen
Regeln besteht ). Die Voraussetzang 1. erfiillt iiberhaupt jedes System,
dessen Schlufiregeln die gewdhnlichen sind und dessen Axiome (analog
wie in P) durch Einsetzung aus endlich vielen Schemata entstehen 15%),

3.

Wir zieben nun aus Satz VI weitere Folgerungen und geben
zu diesem Zweck folgende Definition:

Eine Relation (Klasse) heifit arithmetisch, wenn sie sich allein
mittels der Begriffe 4+, . [Addition und Multiplikation, bezogen auf
natiirliche Zahlen+?)] und den logischen Konstanten V/, —, (), =
definieren lifit, wobei (z) und = sich nur auf natiirliche Zahlen
beziehen diirfen®). Entsprechend wird der Begriff ,arithmetischer
Satz“ definiert. Insbesondere sind z. B. die Relationen ,griifer* und.
skongruent nach einem Modul* arithmetisch, denn es gilt:

e>yoo(Ee) [y=2+2]
z=y(wod n)co(Ez) [zr=y+2.0Vy=242.n

Es gilt der
Satz VII: Jede rekursive Relation ist arithmetiseh.
OAalE Vii:

Wir beweisen den Satz in der Gestalt: Jede Relation der Form
Zg =0 (x, ...x,), wo ¢ rekursiv ist, ist arithmetisch, und wenden
vollstiindige Induktion nach der Stufe von ¢ an. ¢ habe die s-te
Stufe (s>>1). Dann gilt entweder:

¥') Der Beweis von Voraussetzung 1. gestaltet sich hier sogar einfacher als
im Falle des Systems P, da es nur eine Art von Grundvariablen gibt (bzw. zwei
bei J.v. Neumann). .

**) Vgl. Problem II1 in D. Hilberts Vortrag: Probleme der Grundlegung
der Mathematik. Math. Ann. 102,

) Der wahre Grund fiir die Unvollstindigkeit, welche allen formalen
Systemen der Mathematik anhaftet, liegt, wie im 1I. Teil dieser Abbandlung
gezeigt werden wird, darin, daf die Bildung immer hoherer Tﬁ“ gich ins
Traosfinite fortsetzen liBt. (Vgl. D. Hilbert, Uber das Unendliche, Math.
Abn. 95, 8. 184), witbrend in jedem formalen System hdchstens abzihlbar viele
vorhanden sind. Man kann ndmlich zeigen, daB die hier aufgesteliten unent-
scheidbaren Sitze durch Adjunktion passender hoherer Typen (z. B. des Typns w
zum System P) immer entscheidbar werden. Analoges gilt auch far das Axiomen-
gystem der Mengenlehre.

**) Die Null wird hier und im folgenden immer mit zu den natarlichen
Zahlen gerechnet.

*) Das Definiens eines solchen fles mub sich also allein mittels der
angefabrten Zeichen, Variablen fiir natiirliche Zablen x, y, . .. und den Zeichen
0, 1 aufbaven (Funktions- und He:ﬁen!m‘i:hla dirfen nicht vorkommen). (In den
Prafixen darf statt = natirlich auch jede andere Zahlvariable stehen.)
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L@ %) =¢ [t (®...%0), Y2 (=:.- e Yom (@ o 2a) [3Y)
(wo p und siimtliche y; kleinere Stufe haben als l) oder:

.00, %..0)=¢(2...2,)
e+ o...a)=pnlko(m... o) 25...25)

(wo ¢, p niedrigere Stafe als s haben).
Im ersten Falle gilt:

To=09 @ ...2) 0 (Ey,...¥n) [R@oyy...yn) &
&8 (o ... 0)&...88, Yar s ...%)],

wo R bzw. S; die nach induktiver Annahme existierenden mit
Zo=p (.. Ym) b2W. y= 7y (%, ...2,) Hquivalenten arithmetischen
Relationen sind, Daher ist Ig-—?(ﬂ'l .#,) in diesem Fall arith-
metisch.

Im zweiten Fall wenden wir folgendes Verfahren an: Man kann
die Relation z, =¢ (z,...2,) mit Hilfe des Begriffes ,Folge von
Zahlen® (f)®) folgﬂndermaﬁen ausdriicken:

=9 @ ...z ) S (Ef) (fo=¢ (@ ... 20) & (k) [k <2 —»
Jogr=p (&, fo ... 2)] &2y = 1)

Wenn S (y, s...7,) bzw. T (2, @, ... %,4,) die nach induktiver
Amnahme existierenden mit y =4 (z,...2.) bzw. z2=p (2, ... 2,.4)
fiquivalenten arithmetische Relationen sind, gilt daher:

=9 (# ...%) (ES) [S(fo, 7y ...20) & (k) [k <2, —> (17)
T (Seg1s &y Sy %5 . x..)] & 2, = /o)

Nun ersetzen wir den Begriff ,Folge von Zablen“ durch ,Paar von
Zablen®, indem wir dem ?u.h]enpaar n, d die Znhlenfnlga Jfouh
(f™ @ =[n], 4441 4) znordnen, wobei [n], den kleinsten nicht nega-
tiven Rest von #n modulo p bedeutet,

Es gilt dann der

Hilfssatz 1: Ist / eine beliebige Folge natiirlicher Zahlen und
k eine beliebige natllrlwhe Zahl, so gibt es ein Paar von natiirlichen
Zahlen n, d, so daB f 4 und J in den ersten k Gliedern iiberein-
stimmen.

Beweis: Sei ! die gribte der Zahlen k, f,, /1. .. fi—r. Man
bestimme n so, dab:

n=ri[mod (1 + G+ 1)) fir i=0,1...%k—1

) Es brauchen natirlich nicht alle x, ... x« in den y; tatsichlich vor-
zukommen [vgl. das Beispiel in FuBnote *)].

#) f bedeutet hier eine Variable, deren Wertbereich die Folgen natfrl
Zahlen sind. Mit fx wird das k4 1-te Glied einer Folge / bezeichnet (mit 7, das erste).
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was moglich ist, da je zwei der Zahlen 1 + (i+ 1) 1! (i=0, 1...k—1)
relativ prim sind. Denn eine in zwei von diesen Zahlen enthaltene
Primzahl mtibte anch in der Differenz (i, —4,) I! und daher wegen
liy —iy| <1 in I! enthalten sein, was unmiglich ist. Das Zahlen-
paar n, I! leistet dann das Verlangte.

Da die Relation « = [n], durch:
z=n(modp)&x<p

definiert und daher arithmetisch ist, so ist auch die folgendermaben
definierte Relation P (z,, 2, ... z,):

P (. ..20) = (En, d) {8 ([(n)asr, @3- .. %) & (8) [k <z, —>
T([)ita g0 &y [Pligaatn Za.. . 20)] & 2o = [1)i44 (0,40}

arithmetisch, welche nach (17) und Hilfssatz 1 mit: x,=¢ (z,...2,)
fiquivalent ist (es kommt bei der Folge / in (17) nur auf ihren Ver-
lauf bis zum #; + 1-ten Glied an). Damit ist Satz VII bewiesen.

Gemiif Satz VII gibt es zu jedem Problem der Form () F(z)
(F rekursiv) ein lHquivalentes arithmetisches Problem und der
gmza Beweis von Satz VII sich (fiir jedes spezielle F) innerhalb
es Systems P formalisieren 1:bt, ist diese Aquivalenz in 7 beweis-
bar. Daher gilt:

Satz VIII: In jedem der in Satz VI genannten for-
galem‘) gibt es unentscheidbare arithmetische

fitze.

Dasselbe gilt (nach der Bemerkung auf Seite 190) fir das
Axiomensystem der Mengenlehre und dessen Erweiterungen durch
w-widerspruchsfreie rekursive Klassen von Axiomen.

Wir leiten schlieflich noch folgendes Resultat her:

Sat : In allen in Satz VI genannten formalen
Systemen™¥ gibt es unentscheidbare Probleme des engeren
Funktionenkalkiils®) (d. h. Formeln des engeren Funktionen-
kalkiils, fiir die weder Allgemeingliltigkeit noch Existenz eines
Gegenbeispiels beweisbar ist) 59).

*) Das sind diejenigen w-widerspruchsfreien Systeme, welche aus P durch
Hinzuflguog einer rekursiv definierbaren Klasse von Axiomen entstehen,

#) Vgl. Hilbert-Ackermann, Grondztge der theoretischen Logik.

Im System P sind unter Formeln des engeren Funktionenkalkils diojenigen
zu verstehen, welche aus dem Formeln des engeren Funktionenkalkdls der PM
durch die auf 8. 176 angedeutete Ersetzung der tionen durch Klassen héheren
Typs entstehen.

: #) In meiner Arbeit: Die Vollstindigkeit der Axiome des logischen
Funktionenkalkiils, Monatsh. f. Math. u. Phys. XXXVII, 2, habe ich gezeigt, daB
jede Formel des engeren Funktionenkalkils entweder als allgemeingiltig nach-
weisbar ist oder ein Gegenbeispiel existiert; die Existenz dieses Gegenbeispiels
ist aber nach Satz 1X nicht immer pachweisbar (in den angefihrten formalen
Systemen).

Monaish. for Mathematik und Physik. XXXVIII. Band. 13
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Dies beruht anf:

Satz X: Jedes Problem der Form (z) F(z) (F rekarsiv)
156t sich zuriickfdhren aufdie Frage nach der Erfiillbarkeit
einer Formel des engeren Funktionenkalkiils (d. h. zu jedem
rekursiven F' kann man eine Formel des engeren Funktionenkalkiils
angeben, deren Erfiillbarkeit mit der Richtigkeit von (z) F(2) #qui-
valent ist).

Zum engeren Funktionenkalkiil (e. F.) rechnen wir diejenigen
Formeln, welche sich ans den Grundzeichen: —, V/, (#), =; =, ¥ ...
(Individuenvariable) F (z), G (zy), H (z,v,2)... (Eigenschafts- und
Relationsvariable) aufbauen ), wobei (#) und = sich nur auf Indi-
viduen bezichen diirfen. Wir fiigen zn diesen Zeichen noch eine
dritte Art von Variablen ¢ (z), ¢ (z y), x (x ¥ 2) ete. hinzu, die Gegen-
standsfunktionen vertreten (d. b. ¢ (z), ¥ (zy) ete. bezeichnen ein-
dentige Funktionen, deren Argumente und W'{arte Individuen sind ®7),
Eine Formel, die aufler den zuerst angefihrien Zeichen des e. I
noch Variable dritter Art (p(2), 4(zy) ... cte.) enthiilt, soll eine
Formel im weiteren Sinne (1. w. S.) heilen *). Die Begriffe ,erfiill-
bar“, ,allgemeingiiltic“ tlbertragen sich ohneweiters auf Formeln
i.w. S. und es gilt der Satz, dab man zu jeder Formel i. w. S. A eine
gewUhnliche Formel des e. F. B angeben kaon, so dab die Erfiillbarkeit
von A mit der von B idiquivalent ist. B erhiilt man ans 4, indem man
die in A vorkommenden Variablen dritter Art o (z), 4 (zy) .. durch
Ausdriicke der Form: (12) F(zz), (12) G(s,2y) . . . ersetzt, die
,beschreibenden® Funktionen im Sinne der PM. I = 14 aufldst und
die so erhaltene Formel mit einem Ausdruck logisch multipliziert 5¢),
der besagt, dal siimtliche an Stelle der ¢, & . . gesetzte F, ¢ .. hin-
sichtlich der ersten Leerstelle genau eindeutig sind.

Wir zeigen nun, daf es zu jedem Problem der Form (z) F'(z)
(F rekursiv) ein #quivalentes - betreffend die Erfiillbarkeit einer
Formel i. w. S. gibt, -woraus nach der eben gemachten Bemerkung
Satz X folgt.

Da F rekursiv ist, gibt es cine rekursive Funktion ¥ (z), so
dab F (x) oo [P (z) = 0}, und fiir & gibt es eine Reihe von Fuok-
tionen B,, ¥, ... P, sodab: P,=P, P, (z)=2+1 und fiir jedes
P, (1 <k=n) entweder:

1 (@ ... 20) [P (0, 25... 20) =Py (2, .. . Zm)] (18)
(@, 2y . .. Za) (Pu [P, (2), 2, ... 2] =Py [2, Pu (7, 23 . c. Za), 2y .. . 2]}
‘ pe<k

#) D.Hilbert und W.Ackermann rechnenin dem cben zitierten Buch das
Zeichen = nicht zum engeren Funktionenkalktl. Es gibt aber zu jeder Formel,
in der das Zeichen = vorkommt, eine solche ohne dieses Zeichén, die mit der
urspriinglichen gleichzeitig erfallbar ist (vgl. die in FuBnote *) zitierte Arbeit).

#7) Und zwar soll der Definitionsbereich immer der ganze Individuen-
bereich sein. 2o

) Variable dritter Art darfen dabei an allen Lecrstellen far Individuen-
variable stehen, z. B.: y==¢(2), F(z,%(®)), @ [-.l- [EXTO)E :t] usw,

) D.h. die Konjunktion bildet.
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oder:
2. (... %m) (Pu(m1...20) =P (Py (1y) ... P, @)]%) (19)
r<l L<k(firo=1,2...9)
oder: '
8. (@ ...20) [Pu (2. ..7a) =_‘l’: (@, ... 9 (0)] (20)
Ferner bilden wir die Siitze: '
(@) P, () =0 & (zy) [P, (2)=P, (y) —>» z2=y] (21)
(@) [Pn (x)=0] (22)

Wir ersetzen nun in allen Formeln (18), (19), (20) (fiir k=2,
3...n) und in (21) (22) die Funktionen ®; durch Funktions--
variable g;, die Zahl O durch eine sonst nicht vorkommende Indi-
viduenvariable #, und bilden die Konjunktion C stimtlicher so er-
haltener Formeln.

Die Formel (Ex,) C hat dann die verlangte Eigenschaft, d. h.

1. Wenn () [P (z)=0] gilt, ist (Ez,) C erfiillbar, denn die
Funktionen ®,, ¥, ... P, ergeben dann offenbar in (Ez)C fiir
P15 P - - . Pu cingesetzt einen richtigen Satz.

2. Wemn (Ez,) C erfullbar ist, gilt (z) [P (z)=0).

Beweis: Seien ‘V,, ¥, ... ¥, die nach Voraussetzung existie-
renden Funktionen, welche in (Ex,) C fiir g,, 9, . . 9, eingesetzt einen
richtigen Satz liefern. Thr Individuenbereich sei 3. Wegen der Richtigkeit
von (Ez,) C fiir die Funktionen ‘V; gibt es ein Individuum a (ans J),
8o dab sémtliche Formeln (18) bis (22) bei Ersetzung der &, durch
‘W und von O durch a in richtige Siitze (18") bis (22') tibergehen.
Wir bilden nun die kleinste Teilklasse von 3, welche a enthilt und
gegen die Operation 'V, (z) abgeschlossen ist. Diese Teilklasse (3')
hat die Eigenschaft, daf jede der Funktionen ¥; auf Elemente aus
3" angewendet wieder Elemente ans 3’ ergibt. Denn fiir W, gilt
dies nach Definition von 3" und wegen (18"), (19), (20") iibertriigt
sich diese Eigenschaft von W, mit niedrigerem Index auf solche
mit hoherem. Die Funktionen, welche aus ‘V'; durch Beschriinkung
auf den Individuenbereich 3 entstehen, nennen wir W,. Auch fiir
diese Funktion gelten siimtliche Formeln (18)bis (22) (bei der Er-
setzung von O durch a und ®; durch V).

Wegen der Richtigkeit von (21) fiir ¥," und @ kann man die
Individaen auvs 3’ eineindentig auf die natiirlichen Zahlen abbilden u. zw.
80, dafl @ in O und die Funktion 'V’ in die Nachfolgerfunktion @,
iibergeht. Durch diese Abbildung gehen aber siimtliche Funktionen

’{ in die Funktionen ®; iiber und wegen der Richtigkeit von (22)

“) g (i=1.. ) vertreten irgend welche Komplexe der Variablen «,, x, . . xa,
B:a 2o,

13%
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fir ¥.' und a gilt (2)[®. (z) = 0] oder (z)[®(#)=0], was zu be-
weisen war),

Da man die Uberlegungen, welche zn Satz X fiihren, (fiir je-
des speziclle ') auch innerhalb des Systems P durchfiihren kaun,
go ist die Aqnivalenz zwischen einem Satz der Form (z) F'(z) (F re-
kursiv) und der Erfilllbarkeit der entsprechenden Formel des e. F.
in Pbeweisbar und daher folgt aus der Unentscheidbarkeit des einen
die des anderen, womit Satz IX bewiesen ist.*?)

4.

Aus den Ergebnissen von Abschnitt 2 folgt ein merkwiirdiges
Resultat, beziiglich eines Widerspruchslosigkeitsbeweises des Systems P
(und seiner Erweiterungen), das durch folgenden Satz ausgesprochen
wird:

: Sei » eine beliebige rekursive widerspruchs-
freie®®) Klasse von Formeln, dann gilt: Die Satzformel, welche
besagt, daB » widerspruchsfrei ist, ist nicht z-beweisbar; ins-
besondere ist die Widerspruchsfreiheit von P in P unbeweisbar ),
vorausgesetzt, dal P widerspruchsfrei ist (im entgegengesetzten Fall
ist natiirlich jede Aussage beweisbar).

Der Beweis ist (in Umrissen skizziert) der folgende: Sei » cine
beliebige fiir die folgenden Betrachtungen ein fiir allemal gewiihlte
rekursive Klasse von Formeln (im einfachsten Falle die leere
Klasse). Zum Beweise der Tatsache, daf 17 Gen r nicht x-beweisbar
ist 9%), wurde, wie auns 1. Seite 189 hervorgeht, nur die Widerspruchs-
freiheit von = beoutat, d. h. es gilt:

Wid (x) —> Bew, (17 Gen r) (23)
d. h. nach (61):
Wid (x) = («) 2 B, (17 Gen r)

Nach (13) ist 17 Gen r = Sb (p 139@} und daher:

) Aus Satz X folgt z. B., daf das Fermatsche und das Goldbachsche
Problem losbar wiiren, wenn man das Entscheidungsproblem des e. F'. geldst hitte,

) Satz IX gilt natirlich auch fiur das Axiomensystem der Mengenlehre
und dessen Erweiterungen durch rekursiv definierbare w-widerspruchsfreie Klas-
sen von Axiomen, da es ja auch in diesen Systemen unentscheidbare Siitze der
Form (x) F(x) (F rekursiv) gibt.

®) » ist widerspruchsfrei (abgekirzt als Wid (x)) wird folgendermaBen
definiert: Wid () = (E z) [Form (z) & Bew,, (x)).

“) Dies folgt, wenn man fir » die leere Klasse von Formeln einsotzt.

) # hiingt natdrlich (ebenso wie p) von » ab.
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Wid (x) —> (z) = B, 8b (p 1;@]

d. h. nach (81):
Wid (¢) —> () Q(=,p) (24)

Wir stellen nun folgendes fest: Simtliche in Abschnitt 2 %) und
Abschnitt 4 bisher definierte Begriffe (bzw. bewiesene Behauptungen)
sind anch in P ausdriickbar (bzw. beweisbar). Denn es wurden tiberall
nur die gewihnlichen Definitions- und Beweismethoden der klassischen
Mathematik verwendet, wie sie im System /7 formalisiert sind. Ins-
besondere ist = (wie jede rekursive Klasse) in / definierbar. Sei
w die Satzformel, durch welche in P Wid () ausgedriickt wird. Die
Relation @ (z,y) wird gemif (8:1), (9), (10) durch das Relations-

zeichen g ausgedriickt, folglich @ (z, p) durch » [da nach (12) r$=

= Sb )] und der Satz (z) Q(z,p) durch 17 Gen r.

19
T zp)
Wegen (24) ist also w Imp (17 Gen r) in P beweisbar *7) (um
80 mebr z-beweisbar). Wiire nun w z-beweisbar, so wiire auch 17 Gen »
#-beweisbar und daraus wiirde nach (23) folgen, dab x nicht wider-
spruchsfrei ist. .

Es sei bemerkt, dall anch dieser Beweis konstruktiv ist, d. h.
er gestattet, falls ein Beweis ans = fiir w vorgelegt ist, einen Wider-
spruch aus = effektiv herzuleiten. Der ganze Beweis fiir Satz XI
lift sich wortlich anch auf das Axiomensystem der Mengenlehre M
und der klassischen Mathematik®®) A iibertragen und liefert auch hier
das Resultat: Es gibt keinen Widerspruchslosigkeitsbeweis fiir M
bzw. A4, der innerhalb von M bzw. 4 formalisiert werden konnte,
vorausgesetzt daB M bzw. A widerspruchsfrei ist. Es sei ausdriick-
lich bemerkt, dabB Satz XI (und die entsprechenden Resultate fiber
M, A) in keinem Widerspruch zum Hilbertschen formalistischen
Standpunkt stehen. Denn dieser setzt nur die Existenz eines mit
finiten Mitteln gefiihrten Widerspruchsfreiheitsheweises voraus und
es wiire denkbar, daf es finite Beweise gibt, die sich in P (bzw.
M, A) nicht darstellen lassen.

Da fiir jede widerspruchsfreie Klasse z w nicht x-beweisbar ist,
so gibt es schon immer dann (aus x) unentscheidbare Sitze (nlimlich
w), wenn Neg (w) nicht z-beweisbar ist; m.a. W. man kann in Satz V1

®) Von der Definition fiir ,rekursiv® auf Seite 179 bis zum Beweis von
Satz VI inkl.
' ¢7) DaB aus (28) anf die Richtigkeit wvom w Imp (17 Gen ») geschlossex
werden n, beruht einfach daranf, daB der umentscheidbare Satz 17 Gen r,
wie gleich zu Anfang bemerkt, seine eigene Unbeweisbarkeit behauptet.
%, 192’.';] ;?gl. J.v.Neumann, Zur Hilbertschen Beweistheorie, Math. Zeitschr.
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die Voraussetzung der o-Widerspruchsfreiheit ersetzen durch die
folgende: Die Aussage ,x ist widerspruchsvoll“ ist nicht »-beweisbar,
(Man beachte, dal es widerspruchsfreie x gibt, fiir die diese Aussage
z-beweishar ist.)

Wir baben uns in dieser Arbeit im wesentlichen auf das Sy-
stem P beschriinkt und die Anwendungen auf andere Systeme nur
angedeutet. In voller Allgemeinheit werden die Resultate in einer
demniichst erscheinenden Fortsetzung ausgesprochen und bewiesen
werden. In dieser Arbeit wird auch der pur skizzenhaft gefihrte
Beweis von Satz XI ausfiihrlich dargestellt werden.

(Eingelangt: 17. XI. 1930.)



